MENTE CORA

Solucion de Problemas Matematicos (GA)

GA Ejercicio 23.5: Deducir y discutir la ecuacién ordinaria x*2 = 4py.

Solucion:

Si suponemos que se trata de una parabola vertical cuyo vértice esta en el
origen V (0,0)

o Colocamos el foco (F) sobre el eje (Y) a una distancia (p) del origen:

F(0, p).
o Ladirectriz (D) sera una recta horizontal opuesta al foco, a la misma

distancia “p” del origen: y = -p [0 en su forma general: (y + p = 0)].

Sea P(x, y) un punto cualquiera que pertenece a la parabola. Por
definicion, la distancia de P al foco F debe ser igual a la distancia de P a
la recta directriz D, por lo tanto : d(P,F)=d(P,D)

o Distancia entre dos puntos P y F:
d(P,F) =+/(x =0y + (y — p> = /x> + (y — p)?

o Distancia de un punto P a una recta horizontal y = -p:
d(P,D) = [y—(-p) =y + Dl
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Cancelamos los términos en ambos lados “ y?y p?” y despejamos a x?

x?—2py=2py ~ x*=2py+2py

Por lo tanto tenemos que: X* = 4Py, Hemos deducido con éxito la ecuacién ordinaria.

Para entender el comportamiento de la curva matematica expresada por x"2 = 4py,
analizamos sus cuatro propiedades fundamentales:

A. Intersecciones con los Ejes

Si hacemos x = 0, obtenemos 0 = 4py = y = 0.

Si hacemos y = 0, obtenemos x*2=0 = x=0.

La parabola interseca a ambos ejes exclusivamente en el origen, lo que confirma
que su vertice es V(0,0).

B. Simetria

Sustituimos “x”or “-x” en la ecuacion original:
(-x)*2=4py = x™2}=4py

Como la ecuacion no cambia, la curva es simétrica respecto al eje Y (el eje de
ordenadas). Esto significa que el eje Y actua como el eje focal o eje de simetria de la
parabola.

C. Extension y Sentido de Apertura

Al despejar la variable cuadratica tenemos x = (4py)’. Para que x sea un numero real,
el radicando debe ser mayor o igual a cero (4py = 0). Esto divide el analisis segun el
signo del parametro matematico p (donde p# 0\):



e Si(p>0\): Paraque 4py 2 0, la variable y obligatoriamente debe ser mayor o
igual a cero (yz 0). La curva existe unicamente en el primer y segundo
cuadrante y se extiende infinitamente hacia arriba.

e Si(p <0\): Para que el producto sea positivo, debe tomar valores menores o
iguales a cero (y<0). La curva existe en el tercer y cuarto cuadrante y se
extiende infinitamente hacia abajo.

D. Longitud del Lado Recto

El lado recto es la cuerda perpendicular al eje focal que pasa por el foco. Si sustituimos
la altura del foco y = p en la ecuacion:

x"2=4p(p )= xM2)=4p™N2) = x=+ 2p

Los extremos del lado recto son L(-2p, p) y R(2p, p). La distancia entre ellos (longitud)
es el valor absoluto de su diferencia en x:

LR=|2p-(-2p)|= |4p|.

Grafica de la Parabola
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